Résolution du polynéme du 3™ degré
(Méthode de CARDAN)

Soit la fonction f(X) = X3+aX* +b X +¢
Nous cherchons les racines « X » telles que f(®) =

Afin de se débarrasser du terme au carre, on eata#r le changement de variable suivant :
X=(xx-al3)
On définit la fonctiorg(x) telle que : f(X) = f(x - a/3) = g(x)
g(x) =(x-a/3f +a (x-a/3f+b (x-a/3)+c
g(x) =x*—3Xa/3 +3x&/9-a27+a (¢ —2xa/3+49)+bx—ba/3+c=0
g(X) =X¢ — aR + X I3 - &I27+ % — 2 x I3 + /9 +b x -b.a/3+c = 0
- le terme en X disparait.
g(x) =X +x (@3- 2 &3+ b) - 27+ a¥9—b a/3+c=0
g(x) =0+ x (b - &/3) + (a/3)(- &9 + &3 -b) +c=0
gx) =X +x (b-&/3) + (a/3)(24&9-b)+c=0
g(x) =x° +x (b - &/3) + (a/3)(2 (a/3] - b) + c= 0

Onpose: p=(b-&/3) et q=(a/3)(2.(a/3]-h)+c
g(x) =x>+x (b-a%43) + (a/3)(2 (@/3j-b)+c=0 = gx)=R+px+q

On effectue un nouveau changement de variableps@ px =u + v

On définit la fonctiorh(u,v) telle que : g(x) = g( (u +v) ) = h(u,v)
On a toujours f(X)gtx) = h(u,v)

h(u,v) = U+ Vvf +p (u+v) +q

h(uv)=ul+3 U v+3uvV+vV+pu+pv+q
h(uv)=u?+v*+uBuv+p)+v(Buv+p)tq

h(uv) =P +V)+Uu+v)(Buv+p)+q

Si: W+v)=-q et @Buv+p)=0 alors: h(u,v)=0

L’équation est donc résolue pour ces valeurs de «wuet de « v ».

Donc: (u*+vV)=-q et uv=-p/3 donc: (uv) = WV = -p*/27

Produitde i*etV = WV -p*l127
SommededetV = U+V -q

On est ramené au probléme simple de 2 variables dbon connait la somme et le produit.

Rappel :
Siona: XX=P et x+x=S

= X1 etx, sont les racines de I'équation : x>~ S x+ P =0
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On en déduit I'équation :

t?+qt-p’/27=0 dontlesracinessont: t;=u® et t,=V
A=q’+4p /27

Sile déterminant: A > O onauradeuxracines: t; et t, réelles

Sile déterminant: A =0 on aura une racine double : t; =t;

Sile déterminant: A< O onauradeuxracines:t; et t, complexes.

Rappel : (voir cours sur les racines cubiques de 1)
Les 3 racines cubiques de 1 sont :
Premiéreracine: 1
. : 2T . . 2T 1 i3
Deuxiemeacine: W= COS—+isin=——= = -=—4+*%
3 3 2 2

. . 2T . . 2T 1 i3

Troisiemeacine: W = COS——ISIn— = —5-7

Onadonc3racinegoour «ux»et 3racinepour «v»:

Il reste maintenant a remonter tous les changendentsriables.
X1=uU+vVp Xo=U + Vo Xz3=Uz+ V3
Et enfin :

Xi=(u+w)-al3 X=(Uu+w)-al3 X=(Uu+v)-al3

Attention :

u; etv, ont des valeurs définies dans I'ensemble des Réels
| Donc I'équation du %"°degré admet toujours une rackigRéelle

Les termesiy,, Uz, V2 etvz ont des valeurs définies dans I'ensemble des Goxap] mais les sommés;,

+Vv,) et (usz + v3) peuvent donner aussi bien un résultat défini lansemble des Réels que dans
I'ensemble des Complexes.

| DoncX, et X3 seront, soit DEUX racines Réelles, soit DEUX RasiComplexes conjuguées

Note: C’est Jérome CARDAN (1501-1576) qui a inventédenbrei tel queiz = -1 justement
dans le but de résoudre I'équation dU°8legré. Considéré comme un simple artifice de
calcul, on l'appelleranombre imaginaireC’est au XIX™siécle qu’on crée le nombre
complexe qu’on retrouve maintenant partout en gluesiélectricité, électronique, etc...).
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